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>— 5 , Resume: Soient F(X,n) := X n — A le complementaire de l'union A des diagonales dans X n , 

l/~j ' et U un quotient (eventuellement trivial) de F(X, n) par un sous-groupe du groupe symetrique S n . 

Ce travail presente des precedes de compactification de U dans des produits de schemas de Hilbert. 

Notre demarche generalise et unifie des constructions classiques dues a Schubert-Semple, Le Barz- 

Keel, Kleiman et Cheah. Une etude geometrique plus detaillee est faite pour les cas n < 3. Cette 
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etude inclut notamment une classification complete et une description des morphismes quotients par 
les actions naturelles. 

1 Introduction 

1.1 Quelques compactifications classiques et leurs applications. 

L'histoire des compactifications des espaces de configuration F(X, n) est ancienne. Elle trouve son 
origine au siecle passe dans des problemes de geometrie enumerative. Au fil des annees, et jusque tres 
recemment, de nouvelles constructions sont apparues au gre des besoins. Illustrons ces nombreuses 
constructions en presentant les plus classiques. 

Des 1880, Schubert [Sch] utilise une compactification de la variete des triangles (X = IP 2 et n = 3) 
pour resoudre des problemes enumeratifs. Son travail est modernise par Semple [S]. Tyrell [Ty], 
Roberts et Speiser [RS], s'appuyant sur le travail de Semple, demontrent rigoureusement certaines 
formules de Schubert. Collino et Fulton [CF] calculent completement l'anneau d'intersection de cette 
compactification et retrouvent egalement les resultats de Schubert. Le Barz etend la construction de 
Schubert-Semple a toute variete lisse par Putilisation de schemas de Hilbert [LB] et Keel Petend a 
tout schema par une approche fonctorielle [Kee]. 

Kleiman [K] construit une compactification de F(X, n) par recurrence sur n en utilisant des points 
infiniment voisins. Cette approche lui permet d'obtenir des formules decrivant le lieu multiple d'un 
morphisme. Dolgachev et Ortland [DO] en deduisent d'autres constructions en liaison avec les fonc- 
tions theta. 

La compactification de Fulton-MacPherson [FMP] admet plusieurs definitions, soit fonctorielle, soit 
geometrique, l'une d'entre elles etant un eclatement subtil de X n . Quand X est compact, elle permet 
le calcul du type d'homotopie rationnel des espaces de configuration en fonction des invariants de X. 
Citons enfin le travail de Cheah [Ch] qui a etudie des compactifications similaires dans l'esprit a celle 
de LeBarz, se projetant sur le schema de Hilbert Hilb n (X). 
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1.2 Le probleme 

Expliquons plus en detail l'approche de Le Barz, qui est le point de depart de notre travail. Etant 
donnes trois points distincts Pi,P2,P3 de X, on peut former les trois doublets d\2 ■= y\ Up2 ; ^13 , ^23 € 
Hilb 2 (X) et le triplet P123 = p\ U P2 U P3 € Hilb 5 (X). Cette construction se reformule en disant 
que F(X, 3) est isomorphe a un sous-schema Z(X) localement ferine de X 3 x Hilb 2 (X)^ x Hilb 3 (X). 
L'adherence Z(X) est done une compactification naturelle de F(X, 3) dans un produit de schemas de 
Hilbert. Le Barz a montre que cette adherence, a priori dimcilement manipulable, peut en fait etre 
decrite geometriquement en termes de lieux d'incidence: les points de l'adherence sont les 7-uplets 
(p±,P2, ■ ■ ■ ,^123) satisfaisant les relations evidentes p\ C d\i C P123, Pz est le residuel de dyi dans P123 
et les relations s'en deduisant par symetrie. Keel a remarque que cette description par adherence 
pouvait etre exploitee pour donner une definition de Z(X) comme representant d'un certain foncteur 
et en deduire quelques consequences geometriques. On obtient done finalement une compactification 
agreable a manipuler car elle jouit d'une triple definition, par adherence, par incidence, et fonctorielle. 
Cette multiplicite des points de vue est tres semblable a l'approche de [FMP] . 

Dans la frontiere de la compactification construite par Le Barz, toutes les informations sur la collision 
des points pi,P2,P3 se trouvant dans les schemas de Hilbert n'ont visiblement pas ete exploiters. Par 
exemple, deux doublets d\2 et d±3 de Hilb 2 (X) distincts definissent un point d l de Hilb 2 (Hilb 2 (X)) . 
Utilisant les points d 1 , d 2 , <i 3 , on peut construire par adherence une compactification de F(X, 3) dans 
un produit plus gros contenant des facteurs de la forme Hilb 2 (Hilb 2 (X)). Reiterant le processus, 
on peut construire des compactifications dans des espaces produits P\ X ... X P n , chacun des termes 
Pi du produit etant un schema de Hilbert emboite Hilb pl (Hilb Pl - 1 (. . . Hilb Pl (X))). En variant les 
termes Pi, on a done une infinite de compactifications a notre disposition. 

Le travail qu'on se propose d'effectuer ici est d'etudier et de classifier les compactifications obtenues 
par ce procede. 

1.3 Les resultats 

Cet article s'articule en trois parties. Premierement, on degage les notions d'incidence et les foncteurs 
qui permettent de manipuler les compactifications aisement via une triple definition (par adherence, 
par incidence et fonctorielle - section 0). Ensuite, on classifie les compactifications de F(X,n) et de 
ses quotients obtenus quand n < 3 et on etudie la geometrie des compactifications obtenues (sections 
|] et ||). Enfin, on compare les compactifications obtenues aux compactifications classiques decrites 
ci-dessus (section ||) . 

Le cas n = 2 etant trivial, on ne presente dans cette introduction que les resultats concernant les 
compactifications de F(X,n = 3). On peut extraire de cette etude deux resultats surprenants. Tout 
d'abord, alors qu'il existe une infinite de choix possibles pour le produit dans lequel on construit la 
compactification de F(X, 3), il n'existe a posteriori qu'un nombre fini de compactifications a isomor- 
phisme pres. 

Theoreme 1. II y a a isomorphisme de compactification pres 11 compactifications de F(X, 3) ou 
de ses quotients obtenues par notre procede. De plus, toute compactification est isomorphe a une 
compactification dans P\ X ... X P r ou chaque Pi est soit de la forme Hilb l (X), soit de la forme 
Hilb i (Hilb>(X)). 

Ces varietes seront notees Ri2z{X),R\ 2 2 > {X)... La signification precise des notations sera developpee 
dans le corps du texte et n'est pas necessaire a cette introduction ( grossierement, les indices sont 



relatifs aux termes Hilb l {X) tandis que les exposants sont relatifs aux termes Hilb l (HiW (X)). Par 
exemple, la variete -RJ23 est l'adherence du morphisme / : F(X,S) — > Hilb 3 (X) x Hilb 2 (Hilb 2 (X)) 
defini par f(pi,P2,P3) = {p\23-,d l ) avec les notations precedentes) . 

Le deuxieme fait inattendu est que les structures d'ordre superieur (c'est a dire les termes de la 
forme Hilb Pl (Hilb Pl - 1 (. . . Hilb pi {X))), avec I > 2) peuvent etre utilisees pour decrire les passages au 
quotient. Par exemple, la variete construite par Le Barz dans X 3 x Hilb 2 (X) 3 x Hilb 3 (X) est na- 
turellement munie d'une action du groupe symetrique S3 et la structure d'ordre deux Hilb 3 (Hilb 2 (X)) 
permet une description explicite du quotient: 

Theoreme 2. Le quotient de la variete de Le Barz est isomorphe a l'adherence de F(X,3)/Ss dans 
Hilb 3 {Hilb 2 {X)) x Hilb 3 (X). 

Ce theoreme etait en fait notre motivation premiere: obtenir une description du quotient de la 
variete de Le Barz aisement manipulable via ses proprietes universelles (voir le contexte a la fin de 
cette introduction). En d'autres termes, les structures de niveau superieur s'imposent d'elles memes 
quand il s'agit d'etudier les quotients. Ce principe est illustre par le theoreme general suivant qui dit 
que les compactifications construites ont le merite de former une classe de compactifications stable 
par quotient. 

Theoreme 3. Supposons le corps k de caracteristique differente de deux et trois. Les groupes agissant 
sur 

•Rl23p0i Rl,V2S\X), -Rl, 2,3, 12, 123(^)> #3,12,123 PO 

#123 O^)' #l,2,3,12,13,123p0' #123 O^O' #1,123 O^) 

#3,12, 123 PO' #1,2,3,12, 123 PO' Rmax{X) 

sont les groupes symetriques 

Si, Si, S*2, Si 

Si, S2, Si, Si 

Si, S2 S3 

et les quotients respectifs sont 

Rl23{X), Rl,l23(X), #3,12,123p0, #3,12,123 (-^0 

-"123; -"123; ■"•mWV) -"1,123 v/V 

03,123 / y\ f>3,123 1 Y \ ^ ? 123/v^ 
-"■3,12,123^/' ^3,12,1231^"/' ^123 (-*■ ) 

Le quotient partiel de R max (X) par S2 est R 3 \ 2 123 (^0- 

De fagon evidente, si Pi et P2 sont des produits de schema de Hilbert emboites, l'adherence de F(X, 3) 
dans Pi x P 2 se projette sur l'adherence dans Pi. En termes fonctoriels, on a un morphisme d'oubli. 
Le theoreme suivant dit que les morphismes quotients du dernier enonce sont essentiellement des 
morphismes d'oubli. 

Theoreme 4. Soient R a et Rp deux compactifications de F(X, 3) telles que Rp soit le quotient de 
R a par un sous-groupe G du groupe symetrique S3. Alors il existe une compactification R' a isomorphe 
a R a telle que le passage au quotient R' a — > Rp soit un morphisme d'oubli. 



Les rapports entre les differentes compactifications est resume par le theoreme suivant, etabli au cours 
de la demonstration de la classification, et cle des autres theoremes. 

Theoreme 5. Chacune des compactifications est munie d'une stratification naturelle. Pour chacune 
des stratifications, il existe une strate generale, ouverte et dense, et une strate speciale incluse dans 
V adherence de toutes les autres strates. Les morphismes d'oubli liant les compactifications sont donnes 
par les fleches du diagramme suivant et leurs compositions. De plus, I'image inverse d'une strate 
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R 1 

-^1,2, 3,12, 13,1 



fl m ax(X) 



j-,3, 123 / y- 

"-1,2,3,12,123^ 




-^3^12, 123^) 



-Rl23(^) 



par Vun quelconque de ces morphismes est une reunion de strates. 

Enfin, les liens unissant les varietes que nous avons construites et les constructions classiques sont 
explores et resumes par le theoreme suivant. 
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Theoreme 6. Les varietes R max (X), #1,2,3,12,13,123 ( x )> #1,2,3,12,123 (X), "1,23,123^ ;> ^123 v 
R\ 2 ^(X) sont respectivement les varietes de LeBarz H^{X), de Kleiman K^{X), de Cheah, les quo- 
tients Hz(X)/ S2, H^{X)/Sy,, Ks(X)/S2- En outre, R max (X) s'identifie a la variete de Schubert 
Semple dans le cas ou X = IP 2 . 

II convient de preciser la signification du terme "compactification" figurant dans les enonces pre- 
cedents. Comme explique, les varietes considerees vivent dans des produits de schemas de Hilbert 
emboites JiiW 1 {HillP 1 - 1 (((... {HillP 1 {X))))) et admettent trois definitions differentes: comme adhe- 
rence de morphisme, comme lieu schematique d'incidence, ou par representabilite de certains fonc- 
teurs. Si on se fixe un produit P de schemas de Hilbert emboites, on disposera d'un morphisme 
F(X, n) — > P et les compactifications qui nous interessent sont les adherences des images. Dans 
le cas ou P = Hilb^(Hilb 2 (X)) x Hilb 3 (X), on peut donner une definition satisfaisante du lieu 
schematique parametrant les couples (d,i) pour lesquels le triplet de doublets d est inclus dans le 
triplet t. On montre que ce lieu d'incidence coincide avec l'adherence du morphisme F(X, 3) — > P. 
La situation generale est un peu moins simple: etant donnes un produit P de schemas de Hilbert 
emboites et le morphisme F(X, 3) — ► P correspondant, il y aura un lieu schematique d'incidence 
naturel R C P tel que l'adherence A de I'image verifie A C R. Le schema R represente toujours 
un foncteur mais on n'aura pas en general A = R. Les "belles" compactifications, celles que nous 
chercherons a classifier, seront celles pour lesquelles A = R. C'est le sens du mot compactification 
dans les enonces. 



1.4 Application de ces constructions 

A l'instar des compactifications classiques presentees au debut de cette introduction, il existe des 
applications ayant motive nos constructions. Meme si ces applications seront devoloppees ailleurs, 
nous les donnons ici a titre de motivation. 

Le probleme original consistait a comprendre les collisions de trois gros points sur une surface lisse S, 
ou rappelons le, un gros point de taille m est un sous-schema defini par la puissance rn eme d'un ideal 
maximal. Plus precisement, notons Coll{n\,n2-,n^){S) la sous-variete irreductible de Hilb(S) dont 
le point generique parametre la reunion generique de trois gros points de S de taille 711,722,713. Les 
collisions de trois gros points sont les points de la frontiere de Coll{n\,n2-,n$)(S). Le resultat principal 
de [Ev] dit que lorsque ni, 77.2,723 parcourent N 3 , alors Coll{ni,n2,n$){S) ne parcourt qu'un nombre 
fini de classes d'isomorphismes. La methode consiste a construire des isomorphismes explicites avec 
certaines des compactifications decrites dans le present article. On en deduit une classification des 
collisions en etudiant la restriction des isomorphismes a leur frontiere. 

Citons pour finir deux problemes classiques pour lesquels les compactifications par schemas de Hilbert 
emboites pourraient se reveler utiles. Si X est une variete lisse, les problemes de construire de 
facon explicite une compactification lisse de F(X,n) se projetant sur le schema de Hilbert Hilb n (X) 
et une compactification lisse de X n /S n restent ouverts. On peut esperer une reponse positive a 
la question suivante: existe-t-il des compactifications construites dans des produits de schemas de 
Hilbert emboites qui soient solutions des deux problemes precedents ? 

II resulte de ce travail que la reponse est oui pour n = 3 (les compactifications qui conviennent sont 
Rmax{X) et R 123 (X)). 

Je remercie vivement A. Hirschowitz pour ses conseils lors de la realisation de ce travail. 

2 Definition des compactifications 

Dorenavant, X est un schema projectif sur un corps algebriquement clos k de caracteristique quel- 
conque (quasi-projectif conviendrait egalement en adaptant quelques demonstrations). 

Dans cette section, on definit les compactifications et on donne les premieres proprietes decoulant 



directement des definitions. Dans la section 2.1, on definit un morphisme /„ : F(X,n) — ► H v ou H v 



est un produit de schemas de Hilbert emboites dependant d'une donnee combinatoire r\. Pour chaque 
7], il existe un sous-groupe G v du groupe symetrique S n tel que Padherence A v := f rj (F(X,n)) soit 



une compactification du quotient F(X,n)/G„. Dans la section 2.2 , on definit a l'aide de relations 
d'incidence un lieu R^ dans H^ tel que A^ C R^. Dans la section 2.3, on introduit des foncteurs F^ 
dont on montre qu'ils sont representables par R^. 

Les compactifications A v qui nous interessent sont celles pour lesquelles A v = R v . Autrement dit, ce 
sont celles dont la structure est riche de sorte qu'elles puissent etre definies au choix par adherence 
(via frj), par lieu schematique d'incidence (via R v ) ou encore par fonctorialite (via F v ). 

2.1 Definition par adherence 

On va definir successivement un enrichissement r], le schema de Hilbert associe H^, le morphisme 



f v : F(X,n) — y H v , le groupe G v . La section se conclut par la proposition |10| qui dit que A 
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f r) (F(X,n)) est une compactification du quotient F(X,n)/G„. 

Soit E = {1, . . . , n}. Pour p > 0, notons T, P (E) les sous-ensembles de cardinal p de E. Definissons 
recursivement T, ph ,„ pi (E) := E ph _„ p2 (T, pi (E)) et T,(E) = ^i e w,( Pl ,..., Pl )e(N*y' s Pi,-pi( E )- Un element 
de S(-E) (resp. de £ pij _ pi (.E) ) est appele une structure sur E (resp. une structure de niveau I). 
Notons HilbP(X) le schema de Hilbert parametrant les sous-schemas ponctuels de X de longueur 
p. On pose mmw-i'-'P^X) := Hilb Pl (Him-^(. . . (Hilb Pl (X)))). Si a G £ Pjv .. pi (£), on posera 
H a {X) = HiW>P<-t>->Pi(X) etH-(X) = Hilb Pl -^- Pl (X) . Pour tout element a de T, PU ... P1 {E) 
(resp. de Hilb Pl ' Pl - 1, '"' pl (X)), on note [a] le sous-ensemble de Ti pi _ 1 pi {E) (resp. le sous-schema de 
Hilb Pl - 1 ''"' Pl (X)) parametre par a. 

Definition 7. Soit a € Y>(E). On note f a : F(X,n)^H a (X) le morphisme qui envoie x = 

(xi, . . . , x n ) sur f a (x) verifiant: 

• [fa(x)] = Ujg^j Xj si a est de niveau un 

• [f a (x)] = f ai (x) U • • • U fcr q (x) si o" est de niveau superieur a un avec [a] = {a"i, . . . ,a q }. 

Remarque 8. // existe une bijection canonique entre T lphPl _ lt ^^ pl (E) et T, pi!Pl _ 1 ,... !Pr; i tPr _ 1 ,...„ pi (E), 
et entre Hilb Pl > Pl - 1 '---> pl (X) et Hilb Pl ' Pl - 1 '---' Pr ' l > Pr - 1 '---" Pl (X). Dans la suite, nous identifierons deux 
elements qui se correspondent par I'une de ces bijections. 

On appelle enrichissement de E (ou enrichissement tout court lorsque le contexte est clair) un ensemble 
rj = {<7i, . . . , o~ s } de structures de {1, . . . , n} contenant la structure a = {1, . . . , n} de T, n (E). Pour 
des raisons liees a la description des actions de groupe, on n'identifiera pas deux enrichissements 
{a i, . . . , a s } et {o~ p t\\, . . . , o" p ( s )} qui different l'un de l'autre par une permutation p des facteurs. Le 
niveau d'un enrichissement sera le plus grand des niveaux des o~{. 

Definition 9. Soit n = {a±, . . . ,cr s } un enrichissement. On definit H ri (X) := H ai (X) x H a2 (X) x 
... x H ffs (X) et f v := f ai x f a2 x . . . x j at : F(X, n) -> H V (X). 

Le groupe S(E) = S n agit sur X n par t.(x±, . . . ,x n ) = (x T ^, . . . ,x T r n \). L'action naturelle de 
S(E) sur E induit une action de S(E) sur l'ensemble T,(E) des enrichissements. Un enrichissement 
n etant fixe, on note G n le sous-groupe de S(E) stabilisant n. 



Proposition 10. Le plus petit sous-schema ferme f r) (F(X,n)) de H V (X) qui factorise f v est une 
compactification du quotient F(X,n)/G ri qui se projette sur Hilb n {X). 

Demonstration: puisque r] contient l'enrichissement {1, . . . , n} par definition, Hilb n (X) est un facteur 
de H rj (X) et l'existence d'une projection de f n {F{X,n)) C H ri (X) sur Hilb n (X) en resulte. Montrons 
que deux elements x et y de F(X, n) ont meme image par f v ssi 3g G G n t.q. g.x = y. Si x et y 
ont meme image par /„, alors ils ont meme image par la composee F(X,n) — ► H V (X) — > Hilb n (X), 
done il existe g € S(E) tel que g.x = y. Pour conclure, il suffit done de montrer pour g £ S(E) que 
f v (x) = f v (g.x) ssi g G G v . II suffit pour cela de remarquer que f v (g-x) = f g .r)(x) et que, x etant fixe 
dans F(X,n), f v (x) = fw{x) ssi n = rj (recurrences faciles sur le niveau de rj). ■ 

Remarque 11. Dans la suite, on emploiera simplement le mot "compactification" sans preciser de 
quel quotient de F(X,n) il s'agit. 



Remarque 12. On pourrait definir un enrichissement rj sans imposer la condition: rj contient 
{1, . . . ,n\. II faudrait alors demander que la projection naturelle de S(£ ; ) dans V{E) envoie rj sur 
E pour que le morphisme /„ soit a fibres finies et que I'image soit un quotient de F(X,n) par un 
sous-groupe de S(E). On obtiendrait avec cette definition plus de compactifications mais les nouvelles 
compactifications ne se projetteraient plus sur Hilb n (X). 

2.2 Definition par incidence. 

On suppose ici fixe un enrichissement r/ de E, et on a done un morphisme /„ : F(X,n) — > H V (X) 
dont on veut caracteriser geometriquement Padherence en termes d'incidence. Pour cela, on definit 
dans cette section les incidences liant les structures de 77. Formellement, on pose I(rj') = 1 si rf = 
{a, (Ji, . . . , a s } C rj verifie a C o\ U • • • U o~ s . Pour chaque sous-enrichissement 7/ C rj tel que I(r/') = 1, 
on definit un sous-schema Inc r] i iV de H r] (X) et on pose R V (X) := (^j^^ilnc^ tV . On verifie que 
pour X lisse irreductible, f n : F(X,n) — > H V (X) se factorise par R T] {X). Le schema R T] {X) est 
le lieu d'incidence naturel de H^X) pour lequel on espere avoir l'egalite H V (X) = f v (F(X,n)). 
Malheureusement, on verra que meme en mettant toutes les inclusions possibles, Padherence et le 
lieu d'incidence ne coincident pas toujours. Un enrichissement pour lequel Padherence et le lieu 
d'incidence coincident pour toute variete lisse irreductible X sera appele enrichissement admissible. 

2.2.1 Definition des relations d'incidence sur les structures 

Soit r/' = {o~,o~i, . . . ,o~ s } un enrichissement. Definissons le booleen J(r/'). On pose I(tj') = s'il 
n'existe pas d'entiers pi, . . . ,pi, m,...,n s , qi,...,q r tels que a G S grj ... !gi) p h ... )Pl , et cij G ^ni, Pl ,..., Pl - 
Si de tels entiers existent, on definit I(r]') par recurrence sur r. Pour r = 1, on pose I{n') = 1 
ssi [a] C [cti] U • • • U [a s ] dans S Pi) ... )P1 (£'). Pour r > 1 et a = {n, . . . ,%.}, on pose I(rj') = 1 ssi 
Vi, I({Tj,<7i,...,0- s }) = 1. 

2.2.2 Definition des relations d'incidence sur les schemas 

Soit P un schema projectif, B un schema quelconque, F et G deux sous-schemas fermes respectifs de 

Hilb qr >> qi {P) x B et P x B. 

Pour rj' tel que I(r)') = 1, on reprend les notations de 2.2.1 et on definit un sous-schema Inc^r de 

H ri i{X) par recurrence sur r. 

Le cas r=l. Rappelons la proposition suivante ([Kee]): 

Proposition 13. Soient F — > B et G — > B deux morphismes tels que F — > B soit plat et fini. II 
existe un plus grand sous-schema ferme Iucb(F, G) de B tel que F xg Inc(F, G) cGxg Inc(F, G). 
En outre, Iticb(F,G) pent etre caracterise par la propriete suivante: un morphisme (p : Z — > B se 
factorise par Iucb(F, G) ssiFxBZcGxgZ. 

Soient U, U\ , . . . , U s les fermes universels de 

(Hilb qi ' Pl '-' pi {X) x IiizlHilb ni ' Pl '-' pi {X)) x HilbP l '-' pi {X) 

dont les fibres respectives au dessus de (h, hi, . . . ,h s ) G (Hilb qi > p >>-> Pl (X) x W={Hilb ni ' Pl '~> pl {X)) 

sont [h], [hi], . . . , [h s ]. Soit Z le sous-schema defini par le produit I(U\) I{U S ) des ideaux des C/j. 

On pose Inc r f = Inc Hilb q 1 ,p l ,...,p 1 ^ xU i=s^ Hilb n i ,p l ,...,p 1 ^(JJ,Z). 



Le cas r > 1. Le ferine Inc~ de HMfl'- 1 >-* 1 'Pt>">P 1 (X) x W i=1 Hilb ni ^-> Pl {X) defini par la 
recurrence se projette sur Tlf =1 Hilb ni ' Pl ''"' Pl (X). On definit Inc^i comme le schema de Hilbert relatif 
Hilb^s Hilb n i , Pl ,..., P1 , x Alnc~) de cette projection. 

Si rj' C rj, notons Inc^n le ferine de H ri (X) image inverse de Incrf par la projection naturelle 
H V (X) — > H V '(X). Enfin, posons 



Proposition 14. Si X est une variete, le plongement f„(F(X, n)) — > H„(X) se factorise par R rj (X). 

Demonstration: on veut voir que si rf = {o~, o~±, . . . , a s } C r] verifie I(rf) = 1 et si x G i ? (^, w), alors 
fr]'(x) G InCqi. On procede par recurrence sur la difference <i entre le niveau de a et celui des <jj. 
iye cas d = 0. On a <r = {n, . . . , t ? }, <Tj = U^gz-r^. Avec les notations utilisees dans la definition de 
/ray, on a [/i] = Ui< q f Ti (x) et [/ij] = ^keiifr k { x ) et on veut ^(N) ^ n/([/ii]). L'hypothese 1(77') = 1 
se traduit par Dili D {1, ... ,0} et implique l'inclusion voulue des ideaux. 

Le cas d > 0. Toujours avec les notations utilisees dans la definition de Inc^, il nous faut verifier 
que (fcr(x), f ffl (x), . . . , f ffs (x)) G Hilb qr (Inc~). Avec a = {ti, . . . ,r q }, cela revient a voir pour tout i 
que (f n (x),f ffl (x),... ,fff s {x)) G Inc~ . Puisque I(r]') = 1 , on a pour tout i, J(t,,<7i, . . . , cr s ) = 1 et il 
suffit done d'appliquer l'hypothese de recurrence. ■ 



Remarque 15. // arrive que l'inclusion f v (F(X,n)) C R V (X) soit stride. 

Demonstration: prenons E = {1,2, 3,4}, o~\ = {1, 2}, o~i = {1, 3}, 0-3 = {1, 2,3,4} et rj = {<Ji, 02, CJ3}. 
Soient x G F(X,4) et p = (d,d',q) le point de H V (X) = Hilb 2 (X) x Hilb 2 {X) x Hilb A (X) defini 
par [d] = ii U X2, [d'\ = x\ U X2 et = xi U X2 U X3 U X4. Le point p est dans Rq(X) mais pas 
dans f v (F(X, 4)) puisque le quadruplet est forme de quatre points distincts tandis que la reunion du 
support des deux doublets ne contient que deux points. ■ 

Dans la suite de ce papier, on s'interessera aux compactifications qui sont sympathiques au sens ou 
elles peuvent etre definies geometriquement par des conditions d'incidence, ce qui nous conduit a la 
definition suivante. 

Definition 16. On appelle enrichissement admissible un enrichissement tel que pour toute variete 
lisse irreductible, f v (F(X,n)) = R^X). 

Remarque 17. Nous n'avons en fait pas donne toutes les relations d'incidence possibles. On pent 
introduire plusieurs fonctions d'incidence jouant le role de la fonction I et pour chacune d 'elles, 
construire un lieu d 'incidence correspondant. La definition generale necessite un formalisme lourd. Le 
point de vue adopte est d'introduire le formalisme minimum qui permette d'atteindre les applications 
voulues (construction d'une classe de compactifications qui contienne les varietes de collisions et les 
compactifications classiques). 

2.3 Definition par foncteurs representables 

Dans cette section, on explique pourquoi les schemas R n (X) peuvent etre definis par un foncteur 
representable F v . Cette definition a le double avantage d'etre extremement maniable et de s'appliquer 
a tous les schemas en dehors du cadre des varietes reduites. 

Le foncteur F v sera defini par F V (B) = { families F±,F2... de sous-schemas parametrees par B 
satisfaisant des conditions d'incidence}. Definissons maintenant ces conditions d'incidence. 



Proposition 18. On pent definir pour tout schema projectif P et pour tous sous-schemas fermes 
Z C B x Hilb qr, '"' qi (P) etTcBxP, tels que Z soit plat sur B un sous-schema ferme Inc B (Z, T) 
de B satisfaisant la propriete suivante: un morphisme ip : S — > B se factorise par Inc B (Z,T) ssi 
Inc s (S x B Z,S x B T) = S 

Demonstration: si r = 0, Z et T sont des sous-schemas de B x P et il suffit de choisir Inc B (Z,T) = 



Inc(Z, T) en vertu de la proposition 13 . 
Si r > 1, on dispose d'un ferme 

f<->(flx Hilb qr '-' qi (P)) x P 

image inverse de T par la projection sur B x P, et d'un ferme U <— >• (B x Hilb qr ''"' qi (P)) x 

Hilb qr - 1 '---> qi (P) image inverse de la famine universelle de Hilb qr '---' qi (P) x Hilb qr - 1 '-' qi (P). On 

peut par recurrence definir le lieu W = Inc ByHin g r ,...,gi i P \ (U, T). On definit alors Inc B (Z,T) := 

Inc B (Z,W). 

Une recurrence sur r montre que si y> : S — > -B est un changement de base, Inc B (Z,T) x B S = 

Inc gjZ x B S,T x B S). En particulier, on a Inc (S x B Z,S x B T) = S 44> Inc B (Z,T) x B S = S 44> </? 

se factorise enS-> Inc B (Z, T) — > B. ■ 

Definition 19. On c&£ gue /es sous-schemas Z C B x Hilb qr '---' qi (P) et Ti C B x P, i = l,...,s 

verifient la relation Z C X1.T2 T s si Inc B (Z, T) = B , ou T C B x P est defini par Videal produit 

II^|J(Ti). La relation p C £>i.j>2 Ps prend du sens en particulier quand p G Hilb qr ''"' qi ' Pl ''"' Pl (X), 

Pi G Hilb n i'Pi>~'Pi(X) en prenant P = Hilb Pl >-> Pl (X). 

Remarque 20. // ressort de cette definition que R^(X) est le sous-schema naturel de H ri (X) = 

H ai (X) x ... x H a!i (X) dont les points fermes sont les points (pi, . . . ,p s ) verifiant pi C p^ pi k 

pour tout rj = (o"j , . . . , Oi k ) tel que /(/?') = x - 
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Definition 21. Si ?7 = {ci, . . . ,o~ s } est un enrichissement de E avec o~i G H nitPi s(i)t ... tPil (E), 
definit le foncteur F^ des schemas sur k dans les ensembles par: 

F V (B) = {(Zi, . . . , Z s ), Zi C B x H~(X), plat et fini de degre ni sur B, 
t. q. I(o~i , o~i x , . . . , o~i k ) = 1 => Z{ C Zi x .Zi 2 Z- lk \ 

Proposition 22. Le foncteur F v est representable par le schema R V (X). 

Demonstration: on veut voir qu'il est equivalent de se donner un element de F V (B) ou un morphisme 
ip : B — > R V (X). Par propriete universelle du schema de Hilbert, les fermes Zi definissant un element 
de F^B) correspondent a un morphisme B — > H„(X). Les relations d'incidence entre les Zj, la 



propriete universelle du schema Inc (prop, [l^) et la remarque 2C montrent que ce morphisme se 
factorise en un morphisme (p : B — > R V (X). Reciproquement, il est clair par les memes arguments 
qu'un morphisme (p : B — > Rrj(X) definit des Zi satisfaisant les relations d'incidence. ■ 



3 Proprietes des compact ificat ions resultant des definitions 

Dans cette section, on exploite la definition fonctorielle des schemas R V (X) pour en donner les 
premieres proprietes. Pour chacune des proprietes, on explique comment elle sera utilisee lors du 
theoreme de classification. 

3.1 Changements de bases 

Si rj et rj sont deux enrichissements, pour montrer que pour tout X, R r) (X) = R V /(X), il suffit de le 
montrer pour X lisse irreductible: 

Proposition 23. Soit Y un sous-schema localement ferme d'un schema X. Les schemas R^iY) et 
R V (X) ><Hiib"(x) Hilb n (Y) sont canoniquement isomorphes. 

Demonstration: verifions que ces deux schemas representent le meme foncteur. Notons F et G les 
foncteurs associes a 

R ri (Y) et R V (X) x mibn{x) Hilb n {Y) 

Soit B un fc-schema. On veut etablir une bijection canonique entre F(B) et G{B). Posons 
f] = {ai,...,a s }, ou a s = {l,...,n}. Soit (Z 1 ,...,Z S ) G F{B). Alors (Z x , . . . , Z s , Z s ) G G(B). 
Reciproquement si {Z\, . . . , Z s , Z) G G(B), alors Z s = Z C B x Hilb n (Y) puisque Z et Z s definissent 
le meme morphisme B — ► H^{X). Et puisque Zi C Z s , Zi C B x H~.(X) est en fait dans B x H~(Y) 
et (Z±, . . . , Z s , Z s ) G F{B). L'identification de F{B) et G{B) en decoule. ■ 

3.2 Morphismes d'oubli 

Proposition 24. Solent n et n' deux enrichissements avec rj C r/ . // existe un morphisme d'oubli 
Pr)',r) ■ R V '{X) -> R V {X). De plus, p r ^ v o f v , = f v . 

Demonstration: la projection naturelle Pr/',ri de H rj i{X) sur H^X) envoie R V '(X) dans R V (X) par 
definition de ces lieux d'incidence. L'egalite p v ' :V o /^ = /^ est evidente. ■ 

La proposition suivante nous dit que, sous certaines conditions, le morphisme d'oubli est un isomor- 
phisme. Elle reduira drastiquement le nombre de R V (X) a etudier lors de la classification. 

Proposition 25. Soit n un enrichissement admissible et n' = i/Ud. Supposons que rj contienne deux 
enrichissements o~\ et 02 de meme niveau que a verifiant 

o~z G S P j_i ) pj_ lj) p ( _ 2j ... )P1 (£') 
(Tl = cr 2 U {cr} 

a/ors pour toui X, /e morphisme d'oubli 

P V ', V ■ R V >{X) -^ R V (X) 

est un isomorphisme. 
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Lemme 26 (existence d'une application residuelle). 

Soient iq et F 2 deux families de B x X plates et finies sur une base B verifiant iq C F2 ■ Supposons 
que les polynomes de Hilbert des fibres de F\ et F 2 soient respectivement p etp + 1. II existe un unique 
morphisme res{F\,F 2 ) : B — ► X dont le graphe Res(Fi,F2) verifie 

I(F l ).I(Res(F 1 ,F 2 ))cI(F 2 ) 

On dira que res(Fi,F 2 ) est V application residuelle definie par V inclusion iq C F 2 . En particulier, 
pour deux sous-schemas de X de dimension zero Y et Y' verifiant Y C Y' et col(Y ! ) = col(Y) + 1, 
il existe un schema Res(Y,Y'). 

Demonstration du lemme: montrons que le faisceau d'ideaux (I(F 2 ) : I(Fi)) definit un ferme Z de 
B x X, plat sur B, dont la fibre au dessus de tout point b de B est de degre un. Le probleme est 
local sur B qu'on peut supposer affine. Les schemas F\ et F 2 sont alors egalement affines. Puisqu'on 
a l'inclusion 

(I(F 2 ) : 7(iq)) D I(F 2 ) 

le sous-schema Z defini par (I(F 2 ) : I(-Fi)) est un sous-schema ferme de F 2 . L'ideal de Obxx/I{F 2 ) 
definissant Z comme sous-schema de F 2 est (I(F 2 ) : I(F 1 ))/I(F 2 ) = (0 : (I(F 1 )/I(F 2 ))). De la suite 
exacte 

- I{F 1 )/I{F 2 )^T{F 2 )^T{F 1 ) -» 

on deduit que I(Fi)/I(F 2 ) est un r(£>)-module localement libre de rang un et, quitte a restreindre 
B, on peut supposer qu'il est libre engendre par un element / de T(F 2 ). Le diagramme commutatif 
a ligne exacte 

T(Z) 
/ \ 

0^ : (I(F 1 )/I(F 2 )) ^T(F 2 ) H T(F 2 ) 

montre que T(Z) = T(F 2 )/(0 : I(Fi)/I(F 2 )) s'identifie au sous r(S)-module de V{F 2 ) forme par les 
multiples de /. Finalement la suite exacte 

-» T(Z) -> r(F 2 ) -» r(iq) -» 

montre que T(Z) est un T(i?)-module plat, done localement libre, de rang un. L'inclusion de Z dans 
B x X induit un morphisme de B dans X ayant la propriete voulue. 

Soit res(Fi,F 2 ) un morphisme ayant la propriete voulue. On a l'inclusion I{Res{F\,F 2 )) C (I(F 2 ) : 
/(.Fi)). Deux families, plates et finies de degre un sur la base et incluses l'une dans l'autre sont 
necessairement egales done I(Res(Fi, F 2 )) = (I(F 2 ) : I(Fi)). ■ 

Remarque 27. Dans [LB], Le Barz a montre V existence d'un residuel pour deux sous-schemas Y 
et Y' de dimension zero de X. Le lemme est une version relative du resultat de Le Barz 



Demonstration de la proposition 21: quitte a realiser X comme sous-schema d'une variete lisse 



irreductible et a utiliser la proposition 23, on peut supposer X lisse irreductible. Posons n = 
{ai, a 2 , . . . , a s }. Le schema R V (X) est muni de fermes universels U±, U 2 , . . . , U s . On definit le ferme 
U a de R V (X) x H~(X) par l'ideal I{U a ) := {I{Ui) : I(U 2 )). Les fermes universels U 1} U 2 ,..., U s , U a 
definissent par propriete universelle un morphisme p„w : R V (X) — > R rj i{X). Les morphismes p^^ et 
p v ' :V sont par construction inverses l'un de l'autre. ■ 

11 



3.3 Actions de groupes 

On dispose d'une action naturelle du groupe symetrique S n sur l'ensemble {1, . . . , n}. Cette action 
induit une action de S n sur l'ensemble des structures de {1, . . . , n} par permutation des indices, puis 
une action sur l'ensemble des enrichissements par permutation des structures. On a la proposition 
evidente suivante. 

Proposition 28. Solent n et r/' deux enrichissements de {l,...,n} qui sont dans la mime orbite 
pour I 'action de S n . Alors les schemas R V (X) et R^i^X) sont isomorphes. 

Si rj = {a±, . . . , a r }, on note G v := {g G S n t.q. 3p G S r , g.Oi = a p ^} et H rj := {g G S n t.q. Vi, g.Ui 
= o-i}. 

Proposition 29. Pour tout X, il existe une action naturelle du quotient G v /H v sur le schema R V (X) 

Demonstration: si n = {<7i, . . . ,o~ r }, un morphisme Z — > R^X) est defini par la donnee de fermes 
Ui C Z x H~(X) (1 < i < r) satisfaisant a des relations d'incidence. En particulier le morphisme 
identite de R„(X) definit un ensemble de fermes U\, . . . , U r . Toute permutation g de G^ est associe 
a une permutation p. L'ensemble U p n\, . . . , U p t r \ definit par propriete universelle un endomorphisme 
(fg de R V (X), qui est un automorphisme d'inverse (p„-i- L'application g — > ip g definit une action de 
groupe de G v sur R V (X). Puisque H v C G v n'agit pas, Paction se factorise en une action de G^jH^. 



4 Etude et classification des compact ificat ions pour n < 3. 

On veut classer les compactifications a isomorphisme pres (au sens ou deux compactifications C et 
C" d'un meme quotient F(X,n)/Q sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entre C et C" valant 
l'identite sur F(X,n)/Q). En d'autres termes, on cherche une liste d'enrichissements admissibles 
tels que pour tout rj admissible, R V (X) est isomorphe a Rp(X) pour un unique j3 dans la liste des 
admissibles. Cette section donne la classification pour n = 2 et n = 3. 

4.1 Le cas n = 2. 

Le cas n = 2 etant facile, nous nous contentons de donner le resultat. Les demonstrations sont des 
cas particuliers extremement simples du cas n = 3 et nous les omettons par souci de concision. 

Notons t]q l'enrichissement de {1,2} contenant l'unique structure {1,2}, et ??i l'enrichissement con- 
tenant les deux structures {1,2} et {1}. 

Theoreme 30. Tous les enrichissements de {1,2} sont admissibles. Quel que soit X et quel soit 
l'enrichissement n, R r) (X) est isomorphe a R no (X) ou a R r]1 (X). De plus, R^X) = Hilb 2 (X) et, 
pour X lisse, R m (X) est I'eclatement de X x X le long de la diagonale. 

4.2 Le cas n = 3 

La classification s'effectue en quatre etapes 

1. exhiber "a la main " quelques enrichissements admissibles 
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2. exhiber quelques enrichissements non admissibles 

3. etablir des lemmes de contamination qui permettent, etant donne un enrichissement admissible 
T], de montrer que d'autres enrichissements rf sont admissibles. 

4. traiter tous les enrichissements a partir des cas particuliers et des lemmes de contamination. 



4.2.1 Notations 

Dans cette section, on met en place les notations qui nous facilitent la manipulation des en- 
richissements. Notons E = {1,2,3}. On note les structures de niveau un de E a l'aide d'indices 
({i,j,k} = {1,2,3}): 

<Ji = {i} G Ei(£) 

°u = {hJ} € £ 2 (£) 
<7i23 = {1,2,3} e£ 3 (£) 
On note les structures de niveau deux a l'aide d'exposants: 

a 123 = {(712,, 0-13,0-23} G £3,2 (-^) 

On represente les enrichissements avec des indices et des exposants, suivant les structures contenues 
dans l'enrichissement 

ai,a,2,---,a r _ r_ai ^.02 ^.a r „ „ „ \ 

% u b 2 ,-,bs := i 17 ' a '•••' Cr .^fti)^)---)^} 

On utilisera egalement cette notation avec indices et exposants pour les schemas Rn(X) et H ri (X): 

Rfa'ln' 'b T (X) '■= R r . a \' a 2,---^r(X) 
01,02, ...,0s '/6 1 ,6 2 ,...,6s 

Trai,a,2,. . -,a r 1 -y-\ U I Y\ 

H bl M,...,b s ( x ) - h t,%;%;:;;£( x > 

Parmi les enrichissements de niveau inferieur ou egal a deux, il y en a un maximum, celui qui contient 
toutes les structures de niveau inferieur ou egal a deux. On le notera i] max et R max (X) le schema 
de triplets de X correspondant. Enfin, si p est un point de X, on notera [[p\] le voisinage formel de 
p dans X, c'est a dire le morphisme naturel Spec A — > X, ou A est la limite projective des A/m n , 
(A,m) etant l'anneau local de X en p. 

4.2.2 Quelques enrichissements admissibles 

Dans cette section, on montre que les enrichissements 17123, ^1,2,3,12,13,23,123, ^12,123, ^123, ViM son ^ 

admissibles. 

On sait que pour X lisse irreductible, Hilb 3 (X) est irreductible et est Padherence de F(X, 3)/ S3 done 

??123 est admissible. 

Le cas ^1,2,3,12,13,23,123 a ete traite dans [LB], ou Le Barz a montre que cet enrichissement etait 

admissible. 

Pour les trois enrichissements r] restant, on montre que si X est lisse irreductible, les R V (X) sont 

irreductibles de dimension 3.dim(X). Cela suffit a montrer que les enrichissements sont admissibles 
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car Punique composante irreductible de R^X) est necessairement la compactification de f r] (F(X, 3)). 
Pour obtenir l'irreductibilite, on montre que les R^X) sont lisses connexes. lis admettent des points 
speciaux et la lissite se montre par un calcul en coordonnees locales au voisinage de ces points speciaux. 
Le dimension de la composante irreductible est une consequence de ce calcul local. 

Proposition 31. Soit n un enrichissement de {1,2,3} de niveau au plus deux. Soit X une variete 
lisse de dimension au moins deux. Soient x un point de X, [d] un sous-schema ponctuel de X de 
colongueur deux contenant x. Soit [t] un sous-schema ponctuel de colongueur trois de X contenant 
[d] isomorphe a Spec k[x,y]/(x 2 ,xy,y 2 ) en tant que schema abstrait. II existe un point q(x,d,t) de 
R rj (X) entierement determine par x, d et t. 

Demonstration: nous allons exhiber un point de Rr/ max (X) determine par x,d et t. L'image de ce 
point par le morphisme d'oubli Pr/ max ,rj sera le point q(x,d,t). Les doublets inclus dans le triplet [t] 
torment un sous-schema de Hilb 2 (X) isomorphe a IP 1 , et done un doublet de doublets inclus dans le 
triplet correspond a un sous-schema de degre deux du IP 1 . Le doublet d inclus dans [t] est un point 
du IP 1 . II existe un unique sous-schema de degre deux de IP 1 supporte par d. On note d 2 le point 
de Hilb 2,2 (X) associe. On a par construction [d 2 ] C [t]. De meme, on peut definir un point d 3 de 
Hilb 3,2 {X) pour lequel [d 3 ] C [t]. Considerons alors le point 



p = (x,x,x, d,d, d,d 2 , d 2 ,d 2 , d 3 ,t) 



de 



H^X) x H 2 {X) x H 3 (X) x H l2 {X) x H 13 (X) x H 23 (X) 

x H X (X) x H 2 (X) x H 3 {X) x H 123 (X) x H 123 (X) 

On verifie que toutes les relations d'incidence sont satisfaites et done p G Rr] max {X). ■ 

Proposition 32. Soient X une variete lisse connexe et rj un enrichissement de {1,2,3} de niveau 
au plus deux. Le schema R ri (X) est connexe. 

Demonstration: soient q un point de R V (X) et q(x,d,t) un point special de R V (X) au sens de la 



proposition 31. Nous allons determiner une suite de points qo = q,qi, . . . ,q n = q(x,d,t) telle que, 
pour tout i, il existe une courbe Cj dans R V (X) contenant % et qi+\. 
Si rj = i/ max , le point q est defini par ses coordonnees 

pi{q),P2{q),P3{q),pi2{q),pi3(q),P23(.q),p 1 (q),p 2 (q),p 3 (q),p 123 {q),pi23{q) 

dans 

X 3 x Hilb 2 {Xf x Hilb 2 {Hilb 2 {X)) 3 x Hilb 3 (Hilb 2 (X)) x Hilb 3 {X) 

Pour rj quelconque, q est determine par un certain nombre de coordonnees parmi p\(q), ■ ■ ■ ,Pi23(q)- 
Par definition d'un enrichissement, la coordonnee pi 23 fait toujours partie des coordonnees definissant 
q. Le support de Pi 23 (q) est constitue d'au plus trois points. En bougeant ^123(9) le long d'une famine 
a un parametre, on peut construire une courbe Co dans R^X) telle que: Cq contienne go et un point 
qi dont le triplet [pi23(<7i)] associe est ponctuel de support x. 
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Soit [[x]] le voisinage formel de x dans X. Le triplet [^123(^1)] est maintenant un sous-schema de [[x]]. 
Puisqu'on a les relations d'incidence: 

Pi(qi) C [pi23(?i)] C [[a;]] 

M?l)l C [Pl23(?l)] C [[x]] 

|p'(«l)] C [Pi2 3 (qi)] C [[*]] 
[P 12 \qi)] C [Pi2 3 (qi)] C [{x}] 

"tout se passe" dans le voisinage formel [[x]]. En particulier tout automorphisme cpt de [[x]] 
definit un point ipt(Qi) de R TI (X). En tant que schema abstrait, [pi23(<7i)] est soit isomorphe a 
Spec k[y, z]/(y 2 ,yz, z 2 ), soit isomorphe a Spec k[z]/z 3 . Dans le premier cas, on definit q 2 = Qi- Dans 
le deuxieme cas, et si on suppose que X est de dimension superieure ou egale a trois, on peut choisir 
un isomorphisme 

[[x]] ~ Spec k[[y,z,ti,t 2 ,...,t n ]] 

dans lequel [pi23(<7i)] ait pour equations (y,z 3 ,t±, . . . ,t n ). Pour tout t dans A 1 — 0, on definit 
1' automorphisme ft de [[x]]: 

y »-> ty + z 2 
z t— > z 

On en deduit un morphisme 

V':A 1 -0 -> ^(X) 
i 1-^ (/p t (gi) 

II existe un morphisme ^ prolongeant ^ en et 00 et i/j(oo) = <7i- Notons 52 = ^(0). On verifie par 
un petit calcul que [^123(^2)] est defini par l'ideal (y 2 ,yz, z 2 ,t±, . . . ,t n ). 

Les doublets inclus dans [^123(^2)] forment un IP 1 et le morphisme de IP 1 dans Hilb 2 (X) correspon- 
dant peut etre decrit de la fagon suivante: 

IP 1 -> Hilb 2 (X) 

(ho: hi) »-> x avec I([x]) = (h y- h 1 z,y 2 ,yz,z 2 ,t 1 ,t 2l ...,t n ) 

Choisissons la famille d'automorphismes suivantes de [[x]]. 

<Pt'- y ^ty 

z 1— ► z 

Comme precedemment, (pt induit un morphisme ip : A 1 — > R„(X). On a (72 = ^(1) et on cherche a 
comprendre 53 := V>(0). Commengons par determiner p 1 (-(/'(0)). Le point p 1 (V'(l)) correspond a un 
sous-schema de degre deux D du IP 1 forme par les doublets inclus dans le triplet. Le morphisme ipt 
induit un automorphisme pt de IP 1 : 

p t (h : hi) = (th : hi) 
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et p (tp(t)) correspond au sous-schema Pt(D). Si on a choisi un bon isomorphisme 

[\x\] ~ Speck[[y,z,t 1 ,t 2 ,...,t n \] 

le support de D ne rencontre pas le point a Pinfini (1 : 0), le doublet d correspond au point (0 : 1) de 
IP , et alors [p 1 (V'(0))] es t le sous-schema de degre deux de P 1 supporte par d = (0 : 1). 
La meme demonstration montre que tous les points 

p*(^(0)), py$(0)), p 123 (^(0)) 

correspondent a des sous-schemas de IP 1 supportes par d = (0 : 1), ce qui signifie ^(0) = q(x,d,t). ■ 

Remarque 33. on a fait la demonstration dans le cas ou la dimension de X est superieure ou egale 
a trois. Dans le cas ou elle vaut deux, il suffit de supprimer les lignes contenant des '%" dans la 
demonstration. Le cas de la dimension un est facile et laisse au lecteur. 

Corollaire 34. Si JL(X) admet un point singulier, alors les points q(x,d,t) sont singuliers. 

Demonstration: supposons Rn(X) singulier. La construction precedente definit une famille de courbes 
C joignant q a q(x,d,t). Pour un point p de Co different de q%, les deux voisinages formels [\p\] et 
[[q]] sont isomorphes. Done si qo := q est singulier, tous les points de Co differents de q\ sont 
singuliers. Par suite q\ est singulier. Le meme raisonnement permet d'obtenir de proche en proche 
<?2, • • • , Qn = q{x, d, t) singuliers. ■ 

Corollaire 35. Soient r\ est un enrichissement admissible et r\ res C r\ V ensemble des structures 
de niveau au plus deux de ij. Si la fibre d'un morphisme d'oubli Ptf n '■ Rn'(X) — > R V (X) est 
schematiquement reduite a un point au dessus des points q tels que Prj,ri res (q) est de la forme q(x, d, t), 
alors Pn' ,ri est un isomorphisme. 

Demonstration: la fibre au dessus d'un point general p = fr)(x), x S F(X,3) est non vide car elle 
contient f-q'ix). Pour montrer Pisomorphisme, il suffit done par semi-continuite de voir que toutes 
les fibres sont incluses dans un point. Toujours par semi-continuite et en raisonnant comme dans la 
proposition precedente, il suffit de le verifier aux points speciaux q tels que Pr),ri rea (q) est de la forme 
q(x, d, t), ce qui est vrai par hypothese. ■ 

Proposition 36. Soit X une variete lisse irreductible. Le schema i?i2,i23(-^) est une variete lisse 
irreductible de dimension 3.dim(X). En particulier 7712, 123 est admissible. 

Demonstration: puisque -R12, 123(^0 est connexe (proposition |3^), il suffit de verifier la lissite, en les 
points speciaux q(p, d, t) par |34]. Supposons la variete X de dimension au moins trois. Pour un tel 
point q, on peut choisir un voisinage formel Spec k[[x, y, z±, £2, ■ ■ ■ , z n ]] de p dans lequel les equations 
de [d] et [t] sont respectivement: 

I([d]) = (x 2 ,y,z 1 ,...,z n ) 

I([t\) = (x 2 ,xy,y 2 ,z 1 ,z 2 ,...,z n ) 

D'apres [LB], le voisinage formel de d dans Hilb 2 (X) est isomorphe a 

Spec [[a, b, c, d, e\, e 2) • • • , e„, /1, fa,..., f n ]] 
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et le voisinage formel de t dans Hilb s (X) est isomorphe a 

Spec k[[u, U, u", V, v', v", pi, p 2 , ■ ■ ■ , pn, <?1, <?2, ■ ■ ■ , &n, 01, 02, ■ ■ ■ , n ]] 

Les ideaux universels de Hilb 2 (X) et Hilb 3 (X) au dessus de ces voisinages formels sont: 

I12 = {x 2 + ax + b,y - cx - d, Zi - eix - fi) 

I123 = (x 2 + ux + vy + w,xy + u'x + v'y + w', y 2 + u"x + v"y + w" , Zi + p%x + oiy + Oi) 

ou w,w',w" sont des fonctions algebriques de u,u',u",v,v',v". Le voisinage formel de (d,t) dans 
#12,123 (-^0 est le lieu 

Z ^ Spec k[[a,b,c,d,ei,fi,u,u,u",v,v',v",pi,ai,9i\] 

au dessus duquel /123 C I\i- 

Le calcul de Z a deja ete effectue dans [-L-B] (Le Barz y parlait du lieu ensembliste mais il a effectue le 
calcul au moyen de divisions et les techniques developpees dans [Ev] montrent qu'il a en fait calcule 
les lieux schematiques d'incidence). L'ideal de Z est le suivant: 

I(Z) = (u — a + cv,b — dv — w,u' — ac + cv' + d, 2cd + cv" + u" — ac , 

ei + OiC + ft, fi + 6i + aid) 

et 

Z ~ Spec[[a,b,c,d,ei,fi,u,u',u",v,v',v",pi,ai,6i]\/I(Z) 
~ Spec k[[a, c, d, v, v',v", p i7 a i7 Oi]] 

Done Z est lisse au point special et a la dimension attendue. 

On a fait la demonstration dans le cas ou X est de dimension au moins trois. Dans le cas oil X est 
de dimension deux, il suffit d'oter de la demonstration les lignes contenant des termes Zj. Le cas de 
la dimension un est facile et laisse au lecteur. ■ 

Proposition 37. Si X est une variete lisse irreductible, le schema R\ 2 s(X) est une variete lisse 
irreductible de dimension 3.dim(X). En particulier r/{ 2 3 est admissible. 

Demonstration: pour les memes raisons que precedemment, nous allons montrer la lissite au point 
special dans le cas ou X est de dimension deux. 

Soit (p 1 , P123) un point special de R\ 2 ^(X). Les objets en jeu sont un schema ponctuel \p123] de X 
de colongueur trois, un schema [p 1 ] de Hilb 2 (X) ponctuel de colongueur deux inclus dans [P123], un 
schema [pu] ponctuel de X ou P12 est le support de [p 1 ], un point p support a la fois de [P12] et de 

[P123]- 

On peut choisir un voisinage formel Spec k[[x,y]] de p tel que: 

^([^12]) = (x 2 ,y), le voisinage formel de p\2 dans Hilb 2 (X) est isomorphe a 

Spec k[[a, b, c,d]] 
et l'ideal universel de Hilb 2 {X) x X au dessus de cette carte est 

(x + ax + b, y — cx — d) 
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• 



• ^([Pi23]) = { x2 -> x y-,y 2 )> l e voisinage formel de P123 est isomorphe a 

Spec k[[u, u' , u" , v, v ' , v"]] 
et l'ideal universel de Hilb 3 (X) x X au dessus de cette carte est 

A23 = (x 2 + ux + vy + w,xy + u'x + v'y + w', y 2 + u"x + v"y + w") 
oil w,w',w" sont des fonctions algebriques de u, u',u", v,v',v". 

• le voisinage formel de p 1 dans Hilb 2,2 (X) est isomorphe a 

Speck[[e,f,g,h,i,j,l,m]] 
et l'ideal universel de Hilb 2 ' 2 (X) x Hilb 2 (X) au dessus de cette carte est: 
I 1 = (a — ec — f,b — gc — h,c 2 — ic — j, d — le — m) 
car [p 1 ] a pour equations a = b = c 2 = d=0 dans Hilb 2 (X) 

D'apres la demonstration precedente, le lieu Z de Hilb 2 (X) x Hilb 3 (X) au dessus duquel I123 C l\i 
est donne par l'ideal 



J = (-u — a + cv, b — dv — w , v! — ac + cv' + d, 2cd + cv" + u" 



,,2-n 



ac 



En prenant l'image inverse par les projections evidentes, I 1 et J peuvent etre vus comme des ideaux 
de (Hilb 2 ' 2 (X) x Hilb 3 (X)) x Hilb 2 (X). Par definition du lieu d'incidence, le lieu W de Hilb 2 ' 2 (X) x 
Hilb 3 (X) au dessus duquel [p 1 ] C [P123] est le lieu au dessus duquel J C I 1 . 

Grace au morphisme canonique Spec k[[a,b,c,d]] —>■ Spec k[a,b,c,d], on peut supposer que I 1 et J 
definissent des families de sous-schemas d'un espace affine. On calcule alors le lieu d'incidence par 
divisions en utilisant le fait que les generateurs de I 1 forment une base de Grobner unitaire pour 
l'ordre homogene avec a > b > d > c. 

Plutot que d'ecrire les divisions sous la forme traditionnelle 

/ = £>/* + # 
oil les fi sont les generateurs de J 1 , nous travaillerons dans 

(k[[u,u',u",v,v',v",e,f,g,h,i,j,l,m]] ® /cfa,^,^^)// 1 

et nous ecrirons f = R. Moyennant cette convention, les divisions des generateurs de J par I 1 
s'ecrivent: 

cv + u — a = cv + u — ec — f = (u — /) + c(v — e) 

done I(W) D (e — v, u — /) 

dv + w — b = lev + mv + w — gc — h 

done /(W) D {g — lv,h — w — vm). 

d + cv' + u — ac = le + m + cv + u' — fc — eic — ej 
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done I(W) D (I + v' — f — ei, m + v! — ej). 

2cd + cv" + u" — ac = 2lc + 2cm + cv" + u" — eje + (—1 — v')c 
= (I — v')(ic + j) + 2cm + cv" + u" — eje 

done I(W) D (i(l - v') + 2m + v" - ej,j(l - v') + u"). 
Finalement, on a done 

IiW) = (e — v , u — f, g — Iv, h — w — vm, I + v' — f — ei, m + v! — ej, 
i(l - v') + 2m + v" - ej,j(l - v') + u") 

ct 

W = Speck[[u,u',u",v,v',v",e,f,g,h,i,j,l,m]]/I(W) 
= Speck[[u',v',e,f,i,j]} 

W est non singulier de dimension 2>.dim{X). ■ 

Proposition 38. Soit X une variete lisse irreductible. Le schema R^iX) est une variete lisse 
irreductible de dimension 2>.dim{X) . En particulier r/Jlf est admissible. 

Demonstration: on fait ici aussi la demonstration dans le cas ou X est de dimension deux. 

Soit (p 123 ,pi23) un point special de R\^{X). Notons p\2 le point de Hilb 2 {X) defini par le support de 
[p 123 ] . On reprend les notations de la demonstration de la proposition |37| pour les voisinages formels 
des points pi2,Pi23 ainsi que pour l'ideal J. 

Le voisinage formel de p 123 est isomorphe a 

Spec k[[e, f, g, h, i, j, I, m, n, o,p, q\] 
et l'ideal universel de Hilb 3,2 (X) x Hilb 2 (X) au dessus de cette carte est 

1 no n rt '3 O \ 

/ = (a — ec — fc — g,b — he — ic — j,c — le — mc — n,d — oc — pc — q) 
II nous faut calculer le lieu W de 

Spec k[[u, u', u", v, v , v", e, f, g, h, i, j, I, m, n, o,p, q\] 
au dessus duquel J 123 D J. On effectue des divisions: 

cv + u — a = cv + u — ec — fc — g 
done e = 0, g = u, f = v sur W. 

dv + w — b = voc + pev + qv + w — he — ic — j 
done vo = h, vp = i, vq + w = j sur W. 

d + cv' + u — ac = oc + pc + q + v'c + u — fc — gc 
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done o = f, p + v' = g, q + v! = sur W. 

2oc 3 + 
- (2o - /) (lc z + mc + n) + (2p - g)c z + c(2g + u") + u 

I{W) D ((2o - /)/ + 2p - 5 , (2o - /)m + 2q + v", (2o - /)n + «' 



2cd + cv" + u" - ac 2 = 2oc 3 + 2pc 2 + 2qc + cv" + u" - fc 3 - gc 2 



done 
Au total 



et 



I(W) = (e, g — u, f — v , vo — h, vp — i, vq + w — j, o — f, p + v' — g, 
q + u', {2o-f)l + 2p-g, (2o - f)m + 2q + v", (2o-f)n + u") 



W = Speck[[u,u ,u ,v,v ,v ,e,f,g,h,i,j,l,m,n,o,p,q]]/I(W) 
= Spec k[[l, m, n, o,p, q\] 



Done W est lisse de dimension 3.dim(X). 



4.2.3 Quelques enrichissements non admissibles 



Dans cette section, on montre que certains enrichissements ne sont pas admissibles. On utilise pour 
cela trois raisonnements differents, l'un donnant les enonces ^, |4^ et 43, un autre donnant les enonces 



44 et H5L et enfin un dernier pour l'enonce 



On deduit facilement du lemme suivant un critere de non admissibilite (corollaire |40| ) . 

Proposition 39. Soit r] un enrichissement admissible et t un point de R„(X). Les conditions suiv- 
antes sont equivalentes quand X est lisse irreductible: 

• il existe un point p de F(X, 3) tel que t = f v (p) 

• le sous-schema \pri,7]i23 (t)] de X admet pour support trois points distincts. 

Demonstration: 

1 =^2 est evident. 

2 =>1: par definition d'un enrichissement admissible, t est limite de points de f v (F(X, 3)), ie. il existe 
<p : Spec k[[t]]t — ► F(X, 3) tel que f v ofse prolonge en le point special de Spec k[[t\] en prenant la 
valeur t. Pour conclure, il nous suffit de montrer que <p se prolonge en puisqu'alors t = /^((^(O)). 
Ce prolongement existe si le prolongement de f m23 o tp est tel que [/^ 123 o ip(0)] a pour support trois 
points distincts. Or cette affirmation est vraie puisque f Vl23 o ip = p^ fll23 o f r] o if se prolonge en par 

Corollaire 40. Si un point t de R n {X) satisfait la deuxieme condition mais pas la premiere, alors r\ 
n'est pas admissible. 

Ce critere s'applique aux trois propositions suivantes. 

Proposition 41. L' enrichissement 7/1,2,123 n'est pas admissible 
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Demonstration: le point (j>i,Pi,Pi Up 2 UP3) £ H\(X) x H 2 (X) x iT 123 (.X") est un point de -Ri,2,i23(X) 
qui n'est pas dans f m 2 123 (F(X, 3)) ■ 

Proposition 42. Soii 77 un enrichissement de niveau deux contenant a 1 comme unique structure de 
niveau deux, contenant a\ ou o^- Alors r/ n'est pas admissible. 

Demonstration: considerons le point p = (p2-,Pi-,P3-,P 1 ->Pi23) de 

H^X) x H 2 (X) x H 3 (X) x H\X) x H 123 {X) 



avcc 



[Pij] =Pi l J Pj [P 1 ] = P12 U P13 [P123] = Pi U p 2 U p 3 

La projection de p sur H V (X) est un point de R V (X) qui n'est pas dans f rj {F{X, 3)). ■ 

Proposition 43. Soit n un enrichissement de niveau deux contenant a 1 et a 2 , et tel que r\ n 
{<7i2> 0"i3, 023} = 0. yl/ors 77 esi non admissible. 

Demonstration: considerons le point 

*= (P1,P2,P3,P 1 ,P 1 ,P 3 ,P 123 ,P1UP 2 UP 3 ) 

de 

Hi{X) x H 2 {X) x tf 3 (X) x if^X) x H 2 (X) x F 3 (X) x H 123 (X) x H 123 {X) 

Le point 

P 1,2,3,123 (£) 

''1,2,3,123 > 7 ' 
est un point de Rn(X) qui n'est pas dans f r) (F(X,3)). ■ 

Proposition 44. L 'enrichissement 7712,3,123 n'est pas admissible 

Demonstration: Soit X une surface lisse. On veut montrer que les schemas 



/.n,2,3,i M (*W)) C Hi(X) x iJ 2 (X) x iJ 3 (X) x H 123 (X) 
et 

#1,2,3,123 (*) C ffi(X) X ff 2 (X) X iJ 3 (X) X fTi23(X) 

sont differents. Pour cela, on les projette sur H\{X) x H 2 (X) x iIi 23 (X): 



P : /m,2, 3 ,i23(^(^3)) - fli(X) x H 2 (X) x F 123 (X) 

9 = #1,2,3,123 (X) - H^X) x H 2 (X) x tfi 23 (X) 

On considere un point 

t = (x,x,t)eH 1 (X) x H 2 (X) x iJ 123 (X) 

ou [£] est un deux gros point et x C [t]. On va montrer que la fibre p~ l (t) est reduite a un point et 

que ce n'est pas le cas de g -1 (£). 

Pour la deuxieme affirmation, la fibre q~ l (i) est le lieu de H 3 (X) = X forme par les x' tels que: 

• [t] C x.x.x' 
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• x' c [t] 

La premiere condition est verifiee car on a deja [t] C x.x La deuxieme condition dit alors que (/ -1 (£) = 
[£], qui n'est pas reduit a un point. 

Notons W l'image du morphisme p. Pour montrer la premiere affirmation, il nous suffit de construire 
un morphisme 

W -► H 3 (X) = X 

qui envoie un point general (pi,P2,Pi Up2 U p 3 ) de W sur p 3 . A l'aide de l'inclusion 

W C Hi(X) x H 2 (X) x H 123 (X) 
on recolte alors un morphisme 

ip : W -> Hi(X) x flaPO X tf 3 (X) x F 123 (X) 
qui envoie un point general (j>i,P2,Pi Up 2 U ps) sur (pi,P2,P3,Pi Up2 Up 3 ). Done 

V(W r )=>/m,2,S,123(n^3)) 

et par suite, 

Les fibres du morphisme 

sont incluses dans les fibres du morphisme 

<p{W) -> W 

qui sont reduites a un point. 

II nous reste a construire ce morphisme W — > X. Soit {/ l'ouvert / r)1 2 123 (i ? (X, 3)) de W. Lc 

morphisme 

(p:U -» VF x Hilb 2 (X) 

(Pl,P2,Pl23) !-> (Pl,P2,Pl23,PlUp 2 ) 

definit une sous-variete 



¥>([/) Clfx Hilb z {X) 



Un point (pi,P2,Pi23,Pi2) de y?(I7) verifie [pi 2 ] C [pi 23 ]. Cette condition reste vraie sur </?(£/) et on 
peut definir 



(Pl,P2,Pl23,Pl2) ^ ^es([pi 2 ],[pi 23 ]) 

Pour montrer que V induit un morphisme VF — > X, il suffit de verifier que ip est constant sur les 
fibres de la projection 

ip{U) -> JU 

Verifions le sur un point special de W. Un tel point est de la forme (p,p, t) ou [t] est un deux-gros point 
de support p. Un point de la fibre est de la forme (p,p,t,d) avec [d] C [t] et done Res([d], [£]) = p. 
Le morphisme ^ est constant sur les fibres. ■ 

De la meme maniere, on montre: 
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Proposition 45. Les enrichissements r/{ \ r 123 ei 77i 2 3 123 ne son t P as admissibles. 

Lemme 46. Soit 77 un enrichissement de {1,2,3} de niveau > 3 dont les structures de niveau un et 
deux sont incluses dans V 'ensemble {01, 02,03,012, 013,0123, a 1 }. Alors 770 n' est pas admissible. 

Demonstration: soit 79 un point de X, t un point de Hilb 3 (X) tel que [t] soit supporte par p et 
isomorphe a Spec k[x, y]/(x 2 ,xy, y 2 ). Soit di, . . . , d$ des points de Hilb 2 (X) distincts tels que [d] C [t]. 
Definissons d^ € Hilb 2,2 (X) par [dij] = di U dy. Utilisons ces donnees pour construire un point de 
R V (X) qui n'est pas dans f ri (F(X,3)). Notons 771 (resp. 772) l'ensemble des structures de niveau au 
plus deux (resp. au moins trois) de 77 de sorte que H^{X) = H m (X) x H rj2 (X). Si est une structure 
de niveau I de 772, alors a est dans Sp 2 ...2(-E') ou p vaut deux ou trois. On peut voir a comme une 
structure de niveau I — 2 sur X22 (-£?)• Puisque E22CEO est un ensemble a trois elements, il s'identifie a 
E par la bijection faisant correspondre {{i, j}, {i, k}} et {i}. La structure a peut alors etre identifie 
a une structure a' de niveau / — 2 de E. Notons r/ 2 := L) a( z m a'. Notons q la projection du point 
(p,p,p,d 1 ,d 2 ,d 12 ,t) de 

H ai (X) x H a2 (X) x ff CT3 (X) x F CT12 (X) x H ai3 (X) x i! ffl (X) x H ai23 (X) 

sur fl^(X). Puisque H a ,(Hilb 22 (X)) = H a (X), le point P = (q, /^(d 12 , d 34 , d 56 )) est dans fl^(X) x 
i/^/ (.ZI22PO) = H V (X). Verifions que P est dans R V (X) mais pas dans f v (F(X,3)). Ce point n'est 
pas dans f v (F(X, 3)) car si <r est une structure de niveau au moins trois de 77, le point p rj ^{P) est 
defini a l'aide d'au moins quatre doublets parmi d\, . . . ,d$. Or, s'il etait dans f r) (F(X,3)), il serait 
determine par au plus trois doublets. Pour voir qu'il est en revanche dans Rn(X), il faut verifier les 
relations d'incidence. Par construction de q, toutes les relations d'incidence liant les structures de 
niveau au plus deux sont verifiees. Puisque la composante de P sur H m (X) est de la forme f v >(p) pour 
un point p, toutes les relations d'incidence concernant des structures de niveau au moins trois sont 
verifiees. Pour les relations d'incidence, liant des structures de niveau au plus deux et des structures 
de niveau au moins trois, elles se verifient soit trivialement, soit en utilisant le fait que les doublets 
[dj] sont inclus dans [t] (nous laissons l'ecriture precise de la liste des verifications au lecteur). ■ 

4.2.4 Lemmes de contamination 

Cette section contient les propositions qui permettent de produire des enrichissements admissibles rj' 
a partir d'enrichissements admissibles 77. 



La premiere de ces propositions a deja ete decrite: c'est la proposition |25. 

Proposition 47. Soit n un enrichissement admissible contenant o\2 et CT13. Soit 7/ = 77 U {cr 1 }. 
L' enrichissement 77' est admissible et le morphisme d'oubli p^^ : R V /(X) — > Rr,(X) est un isomor- 
phisme. 



Demonstration: d'apres 35, il suffit de demontrer que la fibre de p v i^ au dessus d'un point q = q(x, d, t) 
est incluse dans un point. Les doublets inclus dans le triplet [t] forment un sous-schema de Hilb 2 (X) 
isomorphe a IP . La fibre au dessus de q est le lieu Z de Hilb 2,2 (X) forme par les doublets de doublets 
d 2 verifiant 

[d 2 ] C IP 1 (car a 1 C <Ti 23 ) 
[d ] C d.d (car a C 012 U 013) 
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Si Y ^-> X est un sous-schema ponctuel de degre n, le lieu de Hilb n (X) forme par les p tels que 
[p] C Y est schematiquement reduit a un point. Pour montrer la proposition, il nous suffit done de 
montrer que IP 1 n d.d definit un sous-schema de degre deux. Mais e'est clair car e'est un sous-schema 
d'une courbe lisse defini par le carre d'un ideal maximal. ■ 

Les propositions suivantes se demontrent egalement par verification au point special. 

Proposition 48. Soit rj un enrichissement admissible contenant a±2 et a 123 . Soit rf = rj U {o 3 }. 
L'enrichissement rj' est admissible et le morphisme d'oubli p^i tV : R^(X) — > R ri (X) est un isomor- 
phisme. 

Proposition 49. Soit rj un enrichissement admissible contenant o\2 et u 3 . Soit rf = r\ U {a 123 }. 
L'enrichissement r( est admissible et le morphisme d'oubli Prf,r) '■ Rq'(X) — > R„(X) est un isomor- 
phisms 

Les deux propositions suivantes expliquent que certains enrichissements 7/ sont admissibles car on 
peut trouver un enrichissement admissible n tel que R ri '(X) s'identifie a une famine universelle au 
dessus de R V (X). 

Proposition 50. Soit rj = {9±, . . . ,9 S } un enrichissement admissible et 

rj' = 77 U {a} 



avec 



a £ {0-1,0-2, 0-3} 



Supposons qu 'il existe des relations d 'incidence liant a aux 9i parmi lesquelles a C 9i ou 9, t est une 
structure de niveau un. Supposons en outre que la fibre du morphisme d 'oubli 

f v ,(F(X,3)) ^ f v (F(X,3)) 

au dessus d'un point general (p±, . . . , p s ) s'identifie au sous- schema de H a (X) forme par les p a tels 
que p a C \pi\. Alors rj' est admissible. 

Demonstration: on peut definir trois fermes de 

H V ,(X) = H 9l (X)x...x H 0s {X) x H a (X) 



• leferme/ v (F(X,3)) 

• le ferme R^{X) forme par les 

(j>l,...,Ps,Pff) 

satisfaisant certaines relations d'incidence notees TZi, . . . ,1Z r 

• le ferme Z qu'on definit de la facon suivante. C'est le sous-schema contenant l'ensemble des 
points (pi, . . . ,p s ,Pa) soumis a des relations d'incidence. Ces relations d'incidence sont toutes les 
relations d'incidence precedentes qui ne mettent pas en jeu le point p a et la relation \p a ] C [pi]. 
C'est done un sous-ensemble de relations de 72-1, . . . , lZ r . 
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Ces sous-schemas satisfont les inclusions 



/,,(F(I,3))C^(I)CZ 

Le schema Z se projette sur R^X) par un morphisme p. Notons U l'ouvert dense f v (F(X,3)) de 
R V (X). Par hypothese on a l'egalite 

zn p - 1 (u) = f v ,(F(x,3)) 

Comme Z est plat sur R^^X), on obtient 



z = zn P -Hu) = f v/ (F(x,3)) 

Par suite 

R V ,(X) = f v ,(F(X,3)) 

et 7/ est admissible. 

Proposition 51. Soit rj = {9i, . . . ,0 S } un enrichissement admissible et 

r\ = 7] U {a} 



avec 



a € {012, CTi3, 023} 



Supposons qu'il existe des relations d'incidence liant a aux 9i parmi lesquelles a C Q% ou Oi est une 
structure de niveau deux. Supposons en outre que la fibre du morphisme d'oubli 

f v ,(F(X,3)) ^ f v (F(X,3)) 

au dessus d'un point general (pi, . . . ,p s ) s'identifie au sous-schema de H a (X) forme par les p a tels 
que p a C \pi\. Alors n' est admissible. 

Demonstration: comme ci-dessus, R V '(X) s'identifie a une variete universelle et peut etre obtenue 
comme adherence de f T] i(F(X, 3)). ■ 

Proposition 52. Soit n un enrichissement admissible de E = {1,2,3}, si Vunique structure de 
S 3 22 2^E)- Soit Iq > 1 le plus grand entier tel que si £ rj. Si Iq > 2 alors r\' := rj U {s; 0+ i} est 

l — l fois 

admissible et le morphisme d'oubli p v > tV est un isomorphisme. 

Demonstration: pour 2 < i < Iq — 1, posons rji := rj — {si , sz -i, . . . , Sj + i}, Vi := p ri)Vl (R rj (X)). Notons 
Vi = R r) (X), Vi 0+ i = R v i(X), pik le morphisme d'oubli de Vi dans Vk pour 2 < k < l < Zo + 1- Soit pi 
un point de V io , p s := pi , s (pi ). On suppose que [p^,^ 123 (pz )] est isomorphe a Spec k[x,y]/(x 2 ,xy,y 2 ). 
On va montrer que \p V: { S2 }iPio)} es ^ curviligne, puis que si [Pr?,{s;}(Wo)] es ^ curviligne, alors la fibre de 
Pi+ij au dessus de pi est schematiquement incluse dans un point et \p v ,{si +1 }(Pi )] es ^ aussi curviligne. 
Ces resultats impliqueront par recurrence que la fibre de Pi +i.i au dessus de pi est incluse dans un 
point, ce qui suffit pour etablir la proposition d'apres 35. Tout d'abord, p v ,{s 2 }{Pio) es * inclus dans 
Pri,r] 123 (Pi ) puisque {S2} C 0123- Puisque les doublets inclus dans \p v ,{ m23 }(Pi )] forment un IP 1 , cela 
implique que {Pr],{s 2 }(Pio)] es t curviligne. Un calcul en coordonnees locales montre que si Z est un 
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sous-schema ponctuel de degre trois curviligne d'une variete Y, alors le lieu schematique de Hilb 2 (Y) 
parametrant les doublets d inclus dans Z est egalement un triplet ponctuel curviligne. Le lieu de 
Hilb 3,2 (Y) parametrant les triplets de doublets inclus dans Z est alors reduit schematiquement a un 
point. En particulier, si Z = \pt],{si}ipio)] es ^ curviligne, la fibre F de pi+1,1 vue comme sous-schema 
de H s est schematiquement formee de triplets de doublets inclus dans Z, done est reduite a au plus 
un point. Pour I < Iq, F est non vide car elle contient p Vt { Sl+1 y(pi ) Done \p v ,{s l+1 }(Pi )] es ^ curviligne 
par ce qui precede. ■ 

Proposition 53. Soit rj un enrichissement admissible contenant deux structures e G X322...2 et g € 
S122...2 de mime niveau I. Alors [g] C [e]. En outre, si f est defini par [/] = [e] — ]g\, alors rf := 7/U{/} 
est admissible et le morphisme d'oubli p„> ,„ est un isomorphisme. 

Demonstration: l'inclusion [g] C [e] se montre aisement par recurrence sur le niveau. Le meme 
raisonnement que dans la proposition precedente montre que la fibre speciale du morphisme d'oubli 
s'identifie a un lieu L C Hilb 2 (W) parametrant des doublets d verifiant [d] C [t] et J([d])J([p]) C !([£]), 
ou [t] C W est un triplet curviligne ponctuel et ou p est le support de [t] . Mais le residuel d'un schema 
dans un schema curviligne etant bien defini, [d] est necessairement le residuel de p dans [t] et la fibre 
est schematiquement reduite a un point. ■ 

4.2.5 Classification en niveau au plus deux 

Dans cette section, on classifie tous les compactifications de niveau au plus deux. Pour cela, on 
commence par produire une liste d'enrichissements admissibles: 

Proposition 54. Les enrichissements 

{77123) 771,123) 771,2,3,12,123) 773,12,123 

77l23> r 7 lj2 3 jl 2 i l3 i l23' 7?123 

123 3,123 3,123 -, 

77l,123) 773,12,123' Vl, 2,3,12,123' Vmax ] 

sont admissibles 

On montre ensuite qu'on a ainsi toutes les compactifications a isomorphisme de compactifications 
pres: 

Proposition 55. Soit n un enrichissement admissible de niveau au plus deux. II existe une per- 
mutation g de {1,2,3}, il existe un enrichissement 9 parmi les onze enrichissements du corollaire 
precedent tel que D g.rj et tel que le morphisme d'oubli pe,g.q soit un isomorphisme. 



Demonstration de la proposition 54'- soient n C rf deux enrichissements avec n admissible. Supposons 



que Ton puisse trouver une suite d'enrichissements 

??0 := t? C 7/1 . . . C T] p = 7]' 

telle que 

r] l+ i =rjiU {0 i+1 } 

oil rji, T/j+i, #1+1 jouent le role de rj,rj',a d'une des propositions 25,47,45, 49,50,3^. Alors rf est admis- 



sible. On dira que n' domine rj et que la suite 8i,...,8 p est une suite de domination. 
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77123 est admissible car i? 123 (X) = Hilb 3 (X) etant irreductible, l'ouvert f ai23 (F(X,3)) est dense. 

^1,123 domine 77123 (o"i est une suite de domination) 

771,2,3,12,123 domine 7712,123 (suite: (71,02,(73) qui est admissible par 36 

^3,12,123 domine 7/12,123 (suite: 03) qui est admissible par 36 

77J23 est admissible par [37] 

^1,2,3,12,13,123 domine 77^3 (suite: a 12 , oi 3 ,o 2 ,o 3 , 01) 

77JH est admissible par |38| 

Vi 123 domine 7/H3 (suite: 0"i) 

^.'l^ domine r}\H (suite: cri 2 ,cr 3 ,cr 3 ) 

»7i,2Ai2,i23 d o min e ^.'Sfiaa ( suite: CT i' a 2) 

7/ maa; domine Tyfff (suite: cr 12 , ct 3 ,cti 3 , ct 23 , ai , ct 2 , a 3 , a 1 , a 2 ) 



Demonstration de la propostion 55: choisir un enrichissement de {1,2,3} de niveau inferieur ou egal 



a deux, c'est choisir un sous-ensemble de 

r 12 3 123 t 

{<Ti,CJ2,cr 3 ,(Ti2,0"i 3 ,cr2 3 ,cr , a ,a ,0 ,0123 } 

contenant 0123. II y a done 2 10 tels enrichissements et il nous faut d'abord les classifier pour pouvoir 
montrer la proposition. Nous allons le faire suivant les doublets determines par 1' enrichissement. 

Commengons par la remarque suivante. Soit E un ensemble fini et F un sous-ensemble de Pensemble 
V{E) des parties de E. Le sous-ensemble G := U/ e i?/ de E est naturellement stratifie par la partition 
la plus grossiere P C V{E) pour laquelle: 

VfeF,f = \j neP Pi . 

Considerons maintenant E = {<7i2,oi 3 ,cT2 3 } et 

V{E) = {(712,^13,(723, o 1 , a 2 , a 3 , a 123 }. 

Un enrichissement 77 determine un ensemble F v de V{E): 

F rj :=r ] n V(E) C V(E) 

done un ensemble partitionne G v inclus dans E. Sept cas sont possibles: 

• cas un: G v = (77 ne determine aucun doublet) 

• cas deux: G n est un singleton (77 determine un doublet) 

• cas trois: G v contient deux elements et la partition est grossiere (77 determine deux doublets 
indistinguables) 
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• cas quatre: G n contient deux elements et la partition divise G v en deux singletons (77 determine 
deux doublets ordonnes) 

• cas cinq: G^ contient trois elements et la partition est grossiere 

• cas six: G v contient trois elements et la partition divise G^ en une paire et un singleton 

• cas sept: G^ contient trois elements et la partition divise G^ en trois singletons 

Disons que deux enrichissements 77 C 7/ sont identifiables si le morphisme Prf^ est un isomorphisme. 
Nous allons montrer en examinant les 77 cas par cas que, si 77 est admissible de niveau au plus deux, 
on peut ajouter des structures a 77 et obtenir un des enrichissements modeles 77' de la proposition 



54| , identifiable a 77. Dans ce qui suit, les couples d'enrichissements identifiables sont donnes par les 



propositions Bq, 47, n8, 49. 



Remarquons qu'un enrichissement 77 s'ecrit 

r ] = F v U{a 123 }UE v 

oil E v est un sous-ensemble de {ai,a2,as}. 

Cas un: F v est vide done, a permutation pres des indices, 77 est l'un des enrichissements suivants: 

^123) ^1,123) ^1,2,123; ^1,2,3,123 

Les deux premiers enrichissements font partie des enrichissements modeles. Le troisieme enrichisse- 
ment n'est pas admissible par 41. Le dernier n'est pas non plus admissible par [44| . 



Cas deux: on a a Taction du groupe pres F^ = {012} et on peut supposer que 77 D 03 car 77 et 77 U 03 
sont identifiables. On a alors deux cas. Si 77 ne contient ni 01, ni 02, alors 77 = 773.12,123 qui est un des 
enrichissements modeles. Si 77 contient u\ ou 02, par exemple o~\ par symetrie. Alors 77 est identifiable 
a 77 U 0^2 = 771,2,3,12,123 qui est l'un des enrichissements modeles. 

Cas trois: on a a permutation pres F„ = a . Soit 77 = 77^3 qui est l'un des enrichissements modeles. 
Soit 77 contient l'une des structures a±, o~i, o"3 et dans ce cas, 77 n'est pas admissible. En effet, on peut 



supposer a symetrie pres que 77 D 0^1 ou 77 D a 2 et 77 n'est alors pas admissible par [42. 
Cas quatre: a permutation pres, les seules possibilites pour F n sont 

(F v D {0-12, 0- 1 } ou F v D {0-12, <ri 3 }) 

et 

F n C {0-12, 0-13, o" 1 } 

Mais quitte a remplacer 77 par un enrichissement qui lui est identifiable, on peut supposer dans le 
premier cas que 77 3 a 13 et dans le deuxieme cas que 77 3 a 1 . On est done ramene a F v = {au, C13, 0' 1 }- 
Dans ce cas, 77 est identifiable a 77^ 2 3 12 13 123 qui est l'un des enrichissements modeles. 

Cas cinq: on a F ri = J0' 123 } et, a symetrie pres, 77 est l'un des enrichissements suivants: 

123 123 123 123 

'/1235 Vl, 123' VI, 2,123' Vl,2,3,123 
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Les enrichissements 77J23 e * Wi: L23 ^ on ^ P ar tie des enrichissements modeles tandis que ^P 2 3 i23 e ^ Vi: 2 3 3 123 
ne sont pas admissibles par 45 



Cas six: on peut supposer que le doublet determine par la partition est ayi et que le doublet de 
doublets est a 3 . On a alors F^ C {0-12, o~ 3 , cr 123 } et en outre Tune des trois situations suivantes: 

• 77 D {cri2,cr 3 } 

• ??3{cti2,ct 123 } 

• 77 D {a 123 , a 3 } 

Dans chacune des situations, on peut trouver un enrichissement rj identifiable a 77 avec F^ = 
{(T12, cr 123 , a 3 } et 7/30-3- 

Si r/' ne contient ni ai, ni 02 alors 7/ est l'enrichissement modele 77 3 ' 1212 3. Dans le cas contraire, on 
peut supposer par symetrie que rj contient o\ et rj est alors identifiable a l'enrichissement modele 

3,123 
"1,2,3,12,123- 

Cas sept: 

• Si 77 ne contient aucun doublet de doublets, ie. si F n n {a 1 , a 2 , a 3 } = 0, alors 77 contient au 
moins deux doublets, par exemple a%2, 013. II est done identifiable a un enrichissement contenant 
<t 1 (*). On peut done supposer que 77 contient a . Maintenant, soit r\ D o"23 5 soit 77 D <r 123 . Mais 
dans le deuxieme cas, on peut faire une nouvelle identification pour avoir r/ D (T23. Done 77 est 
identifiable a un enrichissement contenant o"i2 , CJ13 et CT23 . Mais tout enrichissement admissible 
contenant les trois doublets est identifiable a r\ max . 

• Si 77 contient exactement un doublet de doublets, par exemple si F v = {a 1 }. A symetrie pres, 
on peut supposer que 77 contient o"i2 et alors (T13 est un residuel. On s'est done ramene a la 
situation (*) de ci-dessus. 

• Si 77 contient au moins deux doublets de doublets, par exemple a 1 et a 2 . Alors 77 contient au 



moins une structure a parmi {<7i2,<7i3,cr23} d'apres 43. Par residuel, on retrouve alors les deux 
autres doublets a partir de a , a 2 et a 3 . Done on peut supposer que 77 contient les trois doublets. 
II est alors identifiable a rj max . 



4.2.6 Classification en niveau superieur a deux 

On a classifie dans la section precedente les compactifications de F(X, 3) et de ses quotients de niveau 
au plus deux. On montre dans cette section qu'on avait en fait deja toutes les compactifications, 
independamment du niveau. L'enonce precis suivant acheve de demontrer le theoreme |]. 

Proposition 56. Pour tout enrichissement 77 admissible de niveau au moins trois , il existe deux 
enrichissements admissibles r)\ et 772 ou 771 est de niveau au plus deux tels que rj C 772, 771 C 772, et tels 
que les morphismes d'oubli p m ,r] et p mtTll soient des isomorphismes de compactificaction. 

Demonstration: la demarche consiste a prendre un enrichissement 772 "maximal" en un sens a preciser. 
On montre que ce 772 contient necessairement certaines structures. Puis on supprime dans un ordre 
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bien choisi les structures de r] 2 pour obtenir rji de sorte que les morphismes d'oubli successifs soient 
des isomorphismes. Plus precisement, soit 772 un enrichissement de meme niveau l^ que 77, contenant 
77, tel que p m ^ soit un isomorphisme et qui soit maximal (au sens de l'inclusion) pour ces proprietes. 
Si Pensemble des structures de niveau au plus deux de 772 est (a permutation de l'ensemble {1,2,3} 



pres) inclus dans {o"i, a 2 -, C3,<7i2,ai3, (T123, cr 1 }, alors 77 n'est pas admissible d'apres 46. Done, d'apres 



la demonstration de 55, on en deduit que 772 determine trois doublets et que a € 772. Puisque 



E = {1, 2, 3} est de cardinal trois, une recurrence evidente montre que T, p22 .^ 2 {E) est de cardinal 3 si 



p = 2, 1 si p = 3 et si p > 3. De plus, de la proposition 52, on deduit que 772 contient l'element e 



de £322. .^(-K) de niveau l v . Si 772 contient un element / de £222. ..2(E) de niveau l v , alors 772 contient 
g € Si22...2(-^) ou [<?]U[/] = [e] d'apres 25. On en deduit par [48| que Pr,.rf-{f} est un isomorphisme. En 
repetant l'operation avec tous les elements fi de ^222. ..2{E) de niveau L, on obtient un isomorphisme 



Pr t ,r)-{f-i,...j s } ou e es t l'unique structure de niveau l v de 77 — {/1, . . . , f s }. L'application de |52] montre 
ensuite que que si on note rj 2 = rj — {/1, . . . , f s , e} l'ensemble des structures de niveau l v — 1 de 772, 
alors le morphisme d'oubli Pr^w est un isomorphisme. En repetant cette procedure, on montre que 
si 772 est l'ensemble des structures de niveau l v — 2 de 772, alors p v> n" est un isomorphisme. De proche 
en proche, on obtient finalement que si 771 est l'ensemble des structures de niveau au plus deux de 772, 
alors p m ,rn est un isomorphisme. ■ 

4.3 Demonstration du theoreme |5| 

Si 77 et 77' sont deux enrichissements tels qu'il existe g £ .S3 avec g.r\ C 77', il existe un morphisme 
d'oubli R v i(X) — > R g/r) (X) = R V (X). Tous les morphismes du theoreme || sont obtenus ainsi. 
Definissons maintenant la stratification sur R V (X). Notons rj(pi, . . . ,p\) := 77 n £ P;j ... )Pl (.E), 
V v (pi, ■ ■ ■ >Pi) l'ensemble des parties de 77(7^, . . . ,pi), E^ := {a € 77 t.q.3l > 0, a & ^3 22 .. . 2(^0}' 

I fois 

^2,77 := {cr G 77 t.q.3l > 0, a € S22 . . . 2^)- ^ es strates de la stratification sur R ri (X) sont parametrees 

I fois 

par l'ensemble 

Conf(r)):= {3,2, c,g} E ^ x{2,l} £ ^ x U pi _ pl V v ( P i, . . . , Pl ) 

ou {3, 2, c, (?} E3 ' ? represente les fonctions de E^^ dans {3, 2,c, g}. Si c = (/, g, HP(pi, . . . ,pi)) £ 
Conf(r]), et si 77 = {a\, . . . , a r }, la strate de R n {X) correspondant a c est S c := {(pi, • • • ,p r ) t.q.: 

• VfTj G -^3,^5 [Pi] est constitue de trois points distincts si /(<Tj) = 3, de deux points distincts si 
/(<Tj) = 2, est un schema ponctuel curviligne si /(<Tj) = c, un deux gros point si f(<Ji) = g 

• Vuj G ^.r)) [Pi] est constitue de deux points distincts si g{ai) = 2, est un schema ponctuel si 
9(<Ti) = 1 

• V{o-i,o-j} C r](pi,...,pi), Pi=Pj ssi {ai, a j} CP(pi,...,pi)} 

Si 77 C 77', l'image inverse par un morphisme d'oubli d'une strate de R ri (X) est une reunion de 
strates de R V /(X). En effet, on a par restriction une application de {3, 2, c,g} 3 .V x {2,1} 2 >^' dans 
{3, 2, c, g} E3 ' v x{2, 1} 5 ' 3 -''. L'intersection avec 77 donneune application V v >(pi, ■ ■ ■ ,pi) -^V n (pi, ■ ■ ■ ,pi)- 
On peut utiliser ces applications pour definir une application produit q de Conf{rf) dans Conf(rj). 
L'egalite p~, „(S C ) = U g ( c /) =C 5 C ' montre que l'image inverse d'une strate est bien une reunion de 
strates. 
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L'une des strates de R V (X) est f v (F(X,S)) (correspondant a / const ante egale a 3, a g constante 
egale a 2, et aux parties P(pi, . ■ ■ ,pi) vides). C'est une strate ouverte de facon evidente et dense par 
definition d'un enrichissement admissible. 

II nous reste a mettre en evidence une strate fermee incluse dans l'adherence de toutes les autres 
strates. Pour la variete ^1,2,3,12,13,12,123 , la strate correspondant a / constante egale a g, a g constante 
egale a 1, et aux parties P(pi, ■ ■ ■ , pi) = rj(pi, . . . , pi) est formee des points de la forme q(p, d, t) au sens 



de la proposition 31. II resulte de [LB] que cette strate est fermee incluse dans l'adherence de toutes 
les autres strates. L'image inverse S de cette strate speciale par Pisomorphisme R% t 2,3,12,13,12,123 (X) ~ 
Rmax(X) est encore fermee et incluse dans l'adherence de toutes les autres strates. Si r\ C r] max est un 
enrichissement quelconque, Pr) max ,ri{S) est la strate de R V {X) formee des points de la forme q(p,d,t). 
Elle est fermee comme image d'une variete projective, incluse dans l'adherence de toutes les autres 
strates par continuity que Pr] max ,r](S). ■ 

Remarque 57. On peut en fait montrer que l'adherence d'une strate de la stratification precedente 
est une reunion de strates. 

5 Etude des quotients par les actions naturelles 

On a vu a la section || que chaque schema R ri (X) est naturellement muni d'une action de groupe. 
Dans cette section nous determinons les quotients des schemas R^X) par ces actions quand rj est 
l'un des enrichissements du theoreme de classification, i.e. nous montrons les theoremes H et H de 
l'introduction. 

L'idee pour determiner les quotients R„(X)/G et les morphismes quotients consiste a trouver pour 
chaque rj un enrichissement 7/ C rj tel que R n i{X) ~ R V (X) et tel que Taction du groupe sur R^(X) 
soit plus facilement maitrisable. Toutes les demonstrations etant identiques, nous ne traiterons qu'un 
seul cas. Montrons par exemple R\ 2 3 12 13 123 (X)/ S2 = R\ 2 ^{X). 
Nous avons vu lors de la classification que R\ 2 3 12 13 123 PQ etait isomorphe a 

^2,13,123 PO C H 12 (X) x H 13 (X) x H\X) x Hvn{X) 
et Taction de £2 sur cette variete est: 

£-Ol2,Pl3,p\.Pl23) = (P13,P12,P 1 ,P123) 

ou e est Telement de S2 different de Tidentite. 

Quand la caracteristique du corps est premiere au cardinal d'un groupe G, quand ce groupe G 
agit sur un schema projectif Y en laissant un sous-schema Z invariant, le schema quotient Z/G est 
naturellement un sous-schema de Y/G. Dans notre cas, cela veut dire qu'on a: 

R\2,n,i23(X)/S 2 ^(H 12 (X)xH 13 (X)x H l (X) xH 123 (X))/S 2 

(H 12 (X)xH 13 (X))/S 2 x H l {X) xH l23 (X) 

car 52 n'agit pas sur les deux derniers facteurs. 
II existe un morphisme naturel 

ip : H\X) = Hilb 2 ' 2 {X) -► {Hilb 2 (X) x Hilb 2 (X))/S 2 = (H 12 (X) x H n {X))/S 2 
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definissant une sous-variete 

V — (H 12 (X) x H 13 {X))/S 2 x ff^X) x H 123 (X) 

formee par les (p,q,r) tels que p = <p(q). La projection 

V^H\X)xH l23 (X) 

est un isomorphisme. Le quotient R\ 2 13 123 (X)/S 2 est une sous-variete de V comme on le verifie en 
un point general. On peut done le projeter par un isomorphisme sur iJ 1 (X) x H\ 23 (X). En resume 
le morphisme quotient 

^1,2,3,12,13,123 ( X ) -> H ( X ) x H i 23 (X) 

s'ecrit comme composee: 

^1,2,3,12,13,123 (X) -* #12,13,123p0 C H\z(X) X H 13 (X) X H (X) X Fi 23 (X) 

I 

(H 12 (X) x H 13 (X))/S 2 x ^(X) x H 123 (X) 

I 
i/ 1 ^) x H 123 (X) 

C'est done simplement un morphisme d'oubli et l'image de R{ 2 3 12 13 i 23 (X) par ce morphisme d'oubli 
est R\ 23 {X). m 

6 Comparaison aux constructions classiques 

Nous allons dans cette section montrer que nos compactifications englobent les compactifications de 

F(X, n) de Schubert-Semple-Le Barz,de Kleiman pour n < 3, et de Cheah, ainsi que leurs quotients. 

Pour cela nous nous contentons de rassembler ici le travail deja effectue par Le Barz et par Keel. 

L'ensemble des resultats de cette section est resume par le theoreme || 

On peut montrer en revanche ([Evl]) que la compactincation X[3] de Fulton-MacPherson n'est iso- 

morphe a aucune de nos varietes de triplets. 

Comme il est evident d'apres les definitions que notre construction englobe les schemas etudies par 

Cheah ([Ch]), nous n'aborderons ici que les deux autres constructions. 

6.1 La variete de Schubert-Semple 

Cette compactincation Wq de F(iP 2 ,3) est definie comme la sous-variete de 

P 2 x P 2 x P 2 x P 2 * x P 2 * x P 2 * x G(2, P 5 ) 
formee par les (pi,P2,Pa, D\ 2 , Di 3 , D 23 , E) tels que 

• la droite Dy contient les points pi et pj 

• S est un reseau de coniques de P 2 contenant les coniques d'ideal I(Dij).I(Djk). 
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Schubert voulait a des fins enumeratives une variete universelle lisse parametrant les triangles du 
plan, eventuellement degeneres.Mais une construction de cette variete dans: P 2 x P 2 x P 2 x P 2 * x 
P 2 * x P 2 * donnerait une variete singuliere. L'introduction du reseau de coniques est un moyen 
geometrique de desingulariser cette variete. 

Comme l'a montre Le Barz, #1,2,3,12, 13,23,123 (X) coincide avec la construction de Schubert-Semple 
dans le cas oil X = P 2 . Le point (pi,P2,P3,Pi2,Pi3,P23,Pi23) de X x X x X xHilb 2 (X) x Hilb 2 (X) x 
Hilb 2 {X) x Hilb 3 (X) correspond au point de la construction de Schubert-Semple dont les droites 
Dij sont les droites qui contiennent le schema \pij], et dont le reseau de coniques est forme par les 
coniques contenant [^123]- 

D'apres Petude des passages au quotient, le quotient de #1,2,3,12,13,23,123 (X) ~ R rnax (X) par S3 est 
R\ 2 3 (X) et le quotient par 52 est -R 3 ' 12 123 (X). 

6.2 Les varietes de Kleiman 

Ces compactifications X r de F(X, r) ont ete introduites dans [K] et elles ont ete abondamment 
etudiees depuis ([R],[DO],[W],[Hb] par exemple). 

Leur definition est donnee par recurrence sur r. On pose Xq := Spec k, X\ := X et X r+ \ = 
Bl& (X r xx r _j X r ), ou A est la diagonale. Geometriquement, un point de X r correspond a un 
r-uplet ordonne (pi, . . . , p r )- Chaque pi est soit un point de X, soit un point infiniment voisin ( ie. 
un point situe sur une surface X obtenue par eclatement successifs de points). 

Pour r = 2, les varietes X2 = Bl/±(X x X) et #1,12 (X) sont isomorphes. 

Keel a montre l'isomorphisme #1,2,3,12,13,123 (X) — X3 [Kee]. D'apres la classification et Petude des 
quotients, X 3 /S 2 ~ #i, 2 ,3,i2,i3,i23( x )/ 5 '2 = #m W- 
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